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Warunki zaliczenia

Sylabus:

- egzamin tradycyjny-pisemny 80%
- Cwiczenia 20%
Powszechna praktyka na WTG:
- mozliwosc zaliczenia bez egzaminu
Moja propozycja
- dwie "duze” prace domowe - 40%)
- kolokwium/zerowka - 60% (typowo: na ostatnich lub
przedostatnich zajeciach)
- Z powyzszych wystawiam ocene...
- ..komu sie nie podoba, przystepuje do egzaminu (tu

zasada 80/20)
- na drugim terminie: rowniez 80/20



Wprowadzenie do teorii gier



- (o to jest teoria gier...

- .1 dlaczego jest fajna

- definicja gry

- definicja rownowagi Nasha

- przeglad klasycznych gier



Teoria gier

- nauka o strategicznym dziataniu w warunkach konfliktu (i
kooperacji)

- matematyczne modele sytuacji strategicznych i analiza
wyborow osob, firm, graczy

- formalny jezyk opisu zjawisk i rozwazan ekonomicznych,
spotecznych, politycznych

- narzedzia do analizy strategicznych sytuacji



"Ekonomiczne Noble” z TG

1994: John Nash, Reinhard Selten, John Harsanyi "for their
pioneering analysis of equilibria in the theory of
non-cooperative games.”

Photo from the Nobel Foundation Photo from the Nobel Foundation Photo from the Nobel Foundation
archive. archive. archive.

John C. Harsanyi John F. Nash Jr. Reinhard Selten 4



"Ekonomiczne Noble” z TG

2005: Aumann, Schelling "for having enhanced our
understanding of conflict and cooperation through
game-theory analysis”

Photo: D. Porges Photo: T. Zadig
Robert J. Aumann Thomas C. Schelling 5



"Ekonomiczne Noble” z TG

2007: Hurwicz, Maskin, Myerson "for having laid the
foundations of mechanism design theory”

|

© University of Minnesota Photo: © The Nobel Foundation Photo: U. © The Nobel Foundation Photo: U.

E. Ayoubzadeh Montan Montan
Leonid Hurwicz Eric S. Maskin Roger B. Myerson



"Ekonomiczne Noble”

2012: Roth, Shapley "for the theory of stable allocations and
the practice of market design”

© The Nobel Foundation. Photo: U.  © The Nobel Foundation. Photo: U.
Montan Montan

Alvin E. Roth Lloyd S. Shapley



'Economic Nobel Prizes’ in Game Theory

2020: Milgrom, Wilson "for improvements to auction theory
and inventions of new auction formats”

AN
© Nobel Prize Outreach. Photo: © Nobel Prize Outreach. Photo:
Elena Zhukova Elena Zhukova
Paul R. Milgrom Robert B. Wilson



Poza Noblami

- teoria alokacji: alokacja rezydentur medycznych w USA,
nabor do liceum, matching nerek do transplantacji
(Shapley, Shubik, potem Roth, Yaariv)

- predykcje polityczne (Mesquita & Roundell)
- aukcje:
- czestotliwosci radiowe (Milgrom)

- uprawnien do emisji CO2
- reklam Google/Facebooka

- decyzje biznesowe/strategiczne, zwtaszcza w warunkach
niedoskonatej konkurencji (oligopole, fuzje, przejecia)



Proste przyktady gier



Gra - definicja

Gra (w ujeciu formalnym) to:

1. gracze: strategiczni lub niestrategiczny gracz losowy tzw.
Natura

2. strategie: zbior mozliwych drog postepowania w catej grze

3. informacje dostepne graczom: (wazne zwtaszcza w grach
sekwencyjnych)

4. wyptaty: monetarny lub 'uzytecznosciowy' wynik wyboru
okreslonych strategii

10



Gra w postaci normalnej

Gra I (w postaci normalnej) nazwiemy zbior:

1. N ={1,2,...,N} zbior graczy
2. a;j € A; # () strategie gracza i

a=(a,...,ay) - profil strategii wszystkich graczy
A=Ay x ... Ay - zbior strategii wszystkich graczy
notacja: a_; = (as,...,qj_1,Qjyq, - .., an) - profil strategii

wszystkich graczy poza i
3. Uj: A— R - funkcja wyptat

4. tradycyjnie wyptaty gry w postaci normalnej zapisujemy w
macierzy (przyktad zaraz)

n



Matching pennies

- Prosta gra o sumie zerowej

- Dwaj gracze wyktadaja jednoczesnie monety

- jesli monety "pasuja” (dwa orty, dwie reszki), wygrywa
gracz 1, jesli "nie pasuja” wygrywa gracz 2. Przegrywajacy
ptaci wygrywajacemu 1 zt.

- jak mozemy opisac formalnie te gre?

Gracz 2
0 R
Gracz 1 (,=1) | (=1,7)
(_1’ 1) (17 _1)
- uwaga: w grze o sumie zerowej wystarczy podac wyptaty
gracza 1:

Gracz 2
0O R

1 [ 2

Gracz 1




Dylemat wieznia

- Dwaj wspolnicy w przestepstwie sg oddzielnie
przestuchiwani
- Jesli zaden nie sypnie, obaj: niski wyroki
- Jesli jeden sypnie: program ochrony swiadkow; drugi:
wysoka kara
- jesli obaj sypna: obaj wysokie kary
Wiezien 2
Milczec Sypac
Milczec | (—1,-1) | (-8,0)
Sypac | (0,-8) | (-=5,-5)

- czy potrafimy przewidziec co sie tu stanie?

Wiezien 1
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Strategie zdominowane

Wiezien 2
Milcze¢  Sypac
Milczec | (—1,-1) | (-8,0)
Sypac | (0,-8) | (=5,-5)

Wiezien 1

- Strategia 'Sypac’ jest lepsza niz 'Milczec' dla kazdego
wyboru przeciwnika!
- formalnie: (dla gracza i) a] jest SciSle zdominowana przez
a; jesli:
ui(ai, a_;) > ui(a;, a_j)va_;

- intuicyjnie: strategie zdominowane nie s3 wybierane
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Wojna ptci/Bach i Strawinski

- M3z i zona chca razem wyjsc
- maz woli iS¢ do (O)pery, zona na (M)ecz
- ..ale przede wszystkim: chcg iSC razem
Maz
Opera Mecz
Opera | (1,2) | (0,0)
Mecz | (0,0) | (2,7)

- brak strategii zdominowanych... co sie stanie?

Zona
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Rownowaga Nasha

- John "Piekny umyst” Nash, 1951
- rownowaga Nasha (NE) jest profil strategii taki, ze
zadnemu graczowi nie optaca sie indywidualnie zmienic
swojej strategii pod warunkiem, ze inni nie zmieniajq
swoich
- 'punkt staty’, warunek stabilnosci
- najbardziej wptywowa koncepcja w teorii gier - bedziemy
wracac wielokrotnie!
Definicja (NE)
(ar,as,...,ay) jest rownowagg Nasha (w strategiach czystych)
jesli:
ui(ai,a*;) > uj(a;,a* ;) va; € A



Wojna ptci recap

Maz
Opera Mecz
Opera | (1,2) | (0,0)
Mecz | (0,0) | (2,7)

Zona

- jakie sa tu rownowagi Nasha (w strategiach czystych)?



Polowanie na jelenia

- Artemis i Kalliope ida na polowanie

- kazda z nich moze polowac na zajaca (tatwa zdobycz) albo
na jelenia (wymaga wspotpracy)

- jesli obie wybiorg jelenia, dostajg duza wyptate

- jesli tylko jedna z nich, nie uda jej sie upolowac (wyptata
0).

- 7ajac jest bezpieczna opcja

Kalliope
Jelen  Zajac
Jelen | (9,9) | (0,7)
Zajac | (7,0) | (6,6)

Artemis




Polowanie na jelenia

- jakie sg rownowagi Nasha tej gry?
- pomysl o przyktadach gier koorydnacji:
- wspolne wiostowanie (albo wspotpraca dwoch firm)

- wspolne podanie do dziekana o zmiane wyktadowcy z WTG
- kto przyjdzie pierwszy na przyjecie
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Dylemat wieznia - powracamy!

- projekt z WTG robiony w parach
- student moze podjac Duzy lub Maty wysitek
Bartosz
Duzy Maty
Duzy | (3,3) | (0,4)
Maty | (4,0) | (1,1)

- jakie sg rownowagi Nasha?

20



Dylemat wieznia

- prawdopodobnie najwazniejsza gra dzisiejszego wyktadu

- wazne witasnosci: dominacja, jedyna (i ‘'mocna’)
rownowaga

- wazne wyjasnienie obserwowanych fenomenow:

- zanieczyszczenie powietrza
- katastrofa klimatyczna
- 'tragedia wspolnego pastwiska’ — wrécimy do tego!

21



Dominacja a NE

- SciSle zdominowane strategie nigdy nie wchodzg do
rownowag Nasha
- dlaczego?
- srategia ar w NE sg optymalna (przy zadanym profilu a*  tj.
jest nie gorsza od kazdej innej
- jesli a* by byta Scisle zdominowana przez pewne a, to
dominacja zachodzitaby dla dowolnego profilu a_;, w
szczegolnosci a*
- to przeczy optymalnoSci w NE
- uwaga: to dotyczy wytacznie Scistej dominacji. Istnieje tez
staba dominacja - te strategie moge byc czescig NE!

22



Gra w cykora

- dwaj kierowcy jada 'na siebie’ prostg droga

- jesli zaden nie ustapi — zderzg sig; jesli ustapi jeden —
zostanie on ochrzczony 'cykorem’ (strata wizerunku); jesli
ustapia obaj — zaden nie okaze sie gorszy

- zob. Buntownik bez powodu (1955)

Kierowca 2
Skrecic  Jechac prosto
Skrecic (0,0) (—4,4)

Kierowca 1

Jechac prosto | (4,—4) | (—10,-10)

- gra antykoordynacyjna

- jakie sg rownowagi Nasha?
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https://youtu.be/BGtEp7zFdrc

Gotab-jastrzab (wariacja cykora)

- dwa zwierzeta rywalizujg o ograniczone zasoby
- zwierze moze walczycC ('jastrzab’) albo ustagpic (‘gotab’)
- dwa gotebie dziela sie zasobem, dwa jastrzebie walcza
(koszt walki C > V)
2
Gotgb  Jastrzab
Gotab | (¥, (0,V)
Jastrzab | (V,0) | (55, 55)

- jakie sg rownowagi Nasha?
- zatozmy, ze C < V. Jaka to gra?

2%



Gotab-jastrzab (wariacja cykora)

- dwa zwierzeta rywalizujg o ograniczone zasoby
- zwierze moze walczycC ('jastrzab’) albo ustagpic (‘gotab’)
- dwa gotebie dziela sie zasobem, dwa jastrzebie walcza
(koszt walki C > V)
2
Gotgb  Jastrzab
Gotab | (¥, (0,V)
Jastrzab | (V,0) | (55, 55)

- jakie sg rownowagi Nasha?
- zatozmy, ze C < V. Jaka to gra?
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Duopole




Duopol Cournota

- dwie firmy wybierajg jednoczesnie ilosS¢ produktu
wprowadzanego na rynek g; dla i = 1,2; produkcja jednej
jednostki produktu kosztuje ¢

- odwrocona funkcja popytu: p(Q) malejaca

- przyjmiemy p(Q) = a — bQ, gdzie Q to catkowita ilos¢
produktu na rynku

- zysk firmy I
7(q;) = P(Q) - gi — Cq
- firmy biora pod uwage swoj wptyw na cene

- jaka jest NE?

26



Duopol Cournota

- optymalna produkcja:

_a-c ~ 2(a—0)
=735 79= "5
- a ile wynositaby produkcja monopolisty?

- produkcja monopolisty:

- w modelu Cournota firmy produkuja wiecej niz
monopolista, ale maja mniejszy zysk

27



Duopol Stackelberga

- dwie firmy wybierajg wielkos¢ produkgji...
- ..ale tym razem sekwencyjnie!
- pierwsza to przywodca, druga to nasladowca

- wezmy identyczne oznaczenia: ¢ to koszt produkgji
jednostki, p(Q) = a — bQ to (liniowa) odwrocona funkcja
popytu

- czym sie rozni ta sytuacja od poprzedniej?

- jakie s3 teraz strategie gracza nr 27?

28



Duopol Stackelberga: NE

- optymalny wybor lidera:

- optymalny wybor nasladowcy:

a—=c¢

9 =75

- lider produkuje tyle, co monopolista, ale ze wzgledu na
nasladowce zarabia mniej niz monopolista (cena i zysk sa
nizsze)

- nasladowca produkuje mniej niz lider (w modelu liniowym
dwukrotnie mniej) i mniej niz w rownowadze Cournota

29



Troche drobiazgow formalnych

- czy znaleziona NE w modelu Cournota jest jedyna? tak

- czy znaleziona NE w modelu Stackelberga jest jedyna? nie
ale jest jedyng o "dobrych wtasnosciach” (SPNE)
- inna NE (ale nie SPNE): firma 1 produkuje wielkos¢
Cournota, firma 2 produkuje wielkos¢ Cournota bez
wzgledu na produkcje firmy 1

30



Postac strategiczna i rozwinieta gry



Gry sekwencyjne

Uproszczony Kubanski kryzys rakietowy z 1963 r. (przyktad
zaadaptowany z "Teorii gier” Straffina)

- gracze: USA pod prezydenturg Kennedy'ego vs. ZSRR w

reprezentacji Chruszczowa

- Chruszczow decyduje, czy zamiescic¢ na Kubie pociski
rakietowe

- Jesli to sie stanie, Kennedy moze (1) nie robic nic, (2)
ogtosic blokade Kuby, (3) zniszczyc rakiety

- Chruszczow moze nastepnie (1) ustapic albo (2)
przeprowadzic odwet
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Gry sekwencyjne

(Gra zaadaptowana z "Teorii gier” Straffina)

Chruszczow
nie rozmieszczad rakiet

rozmiescic rakiety

niszezy€ rakiety

32



Rozwigzanie - indukcja wsteczna

- rozwigzujemy gre "od tytu”, wybierajac optymalnie
- ostateczny wynik: jednoznaczny
- 'zupetnie przypadkiem” jest to NE

- a konkretniej: doskonata rownowaga Nasha w podgrach

33



Doskonata rownowaga Nasha w podgrach (SPNE)

Definicja (SPNE)
Doskonatg rownowagg Nasha w podgrach nazwiemy profil,

ktory wyznacza rownowage Nasha w kazdej podgrze pierwotnej
gry.
A co to jest podgra?
- wycinek drzewa, ktorego wierzchotek w jednopunktowym
zbiorze informacyjnym
- wszyscy ‘potomkowie’ danego wierzchotka z podgry naleza
do podgry
- podgra nie 'przecina’ zbiorow informacyjnych

34



Metoda zapisu

- tzw. postac rozwinieta (drzewko) gry

- stuzy nie tylko do gier sekwencyjnych! (trzeba tylko
pooznaczac zbiory informacyjne)

- mozna (i trzeba umiec!) przechodzi¢ z macierzy na
"drzewka” i odwrotnie

- ..wiec dla sportu to zrobimy

35



Prostszy przyktad

Wejscie nowej firmy na dotychczas zmonopolizowany rynek
owa firma

wchodzi na rynek

dostosowugje sie

3 5

- jaka jest macierz gry?
- jakie sg wszystkie NE?
- jaka jest SPNE?

36



Strategie mieszane



Wrocmy do podstaw...



Strzelanie karnych (wersja uproszczona)

- Strzelec celuje w prawa strone bramki lub lewa.

- Bramkarz rzuca sie na prawa strone lub lewa. Dla
uproszczenia przyjmiemy, ze jesli rzuci sie 'we wtasciwa),
zawsze ztapie pitke.

Bramkarz

p L
Strzelec (=1,7) | (,=1)
(1,=1) | (=1,1)

- jaka to gra? (juz byta na tym wyktadzie...)
- jaka strategie tu grac?

37



Zapytajmy pitkarzy!

- thestatszone. com kliknij tu do oryginalnego artykutu
- strategia bramkarza:

Ch&ice o f Direction = (Choice of Direction vsLeft Footed

L c R

- strategia strzelca:

Overall Shooting Heat Map

Right Footed Shooting Heat Map Left Footed Shooting Heat Map

3.9% 5.3% 6.4% 4.9% 2.2% 2.2% 3.4%

10.4% 7.1% 6.5% 11.1%

- 7.8% 8.8% 12.9%

Overall Shooting Heat Map

10.1% 6.7% 7.0%

Right Footed Shooting Heat Map

11.2% 9.0% 4.5% 11.2%

Left Footed Shooting Heat Map

3.5% 5.3% 3.8% 6.4% 4.1% 3.2% 3.2% 1.1% 4.5% 3.4%

6.9%  8.8% 4.1% 8.8% 6.7% 5.8% 9.6% 4.1% 8.4% 7.2% 11.2% 5.6% 45% 101% 4.5%

11.5% 11.8% 2. - 7.8% - 9.3% 2.0% PA25% 7.0% - 2 13.5% 11.2%
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thestatszone.com
https://www.thestatszone.com/archive/statistical-insight-into-penalty-shootouts-where-to-place-your-penalty-13886

Matching pennies c.d.

Bramkarz
P L
-1,1 1, =1
Strzelec (=1.1) | (1,=1)

- strategia 'rzu€ moneta, a potem zagraj L jesli O i P jesli R’
jest catkiem niezta przeciwko racjonalnemu przeciwnikowi
- daje Srednig wyptate 0.

- jak taka strategie zapisac?
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Strategia mieszana

- Strategia mieszana to rozktad prawdpodobienstwa na
zbiorze strategii czystych.

- jesliaq, ay,...,a, € A to strategie czyste, to strategie
mieszang mozemy zapisac jako (p1,pa, ..., pn) € [0,1]%,
gdzie p; = P(gracz wybiera strategiea;) (oczywiscie
>ipi=1)

- w szczegolnosci, kazda strategia czysta moze byc zapisana
jako mieszana, np. a; moze byc zapisana jako (1,0,...,0).

- zbior strategii mieszanych oznacza sie (najczesciej) A(A)
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Uwaga - silne zatozenia!

- w analizie strategii mieszanych przyjmujemy "Srednig”
wyptate z danej strategii

- ..formalniej: wartosc oczekiwana

- to "nie wprost” zaktada pewna forme neutralnosci
wzgledem ryzyka

- ..chociaz nie jest az tak silne, jak sie wydaje - przy
zatozeniu racjonalnosci przeciwnika

41



Uwaga - silne zatozenia!

- w analizie strategii mieszanych przyjmujemy "Srednig”
wyptate z danej strategii
- ..formalniej: wartosc oczekiwana

- innymi stowy, przyjmujemy tu (znana z mikroekonomii)
teorie oczekiwanej uzytecznosci

)



Formalna definicja

Definicja . ‘ .
Niech (N, (A;), (u;)) bedzie grq. Rozszerzeniem tej gry o

mieszane strategie bedzie (N, A(A)), (U;)), gdzie dla zadanego
profilu strategii mieszanych o € x;A(A;) funkcja U; wyznacza
wartosSc oczekiwang z u; indukowang przez o

Definicja

Rownowagg Nasha w strategiach mieszanych gry w postaci
strategicznej jest jest rownowaga Nasha rozszerzenia tej gry.
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Wazne twierdzenie

Twierdzenie (Nasha o istnieniu)
Kazda skonczona* gra strategiczna ma (co najmniej jedna)

rownowage Nasha, by¢ moze w strategiach mieszanych).

* skonczona = o skonczonej liczbie graczy, w ktorych kazdy ma do
wyboru skonczenie wiele strategii czystych;

(da sie uogolni¢ na oo strategie ze zbioru zwartego)

44



Matching pennies - MSNE

Bramkarz
P L
P -1,1 1, =1
Strzelec (=11 | (1,=7)

Profil (1/2,1/2),(1/2,1/2) jest (jedyna) rownowaga Nasha tej

gry.
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Strategie mieszane w innych klasycznych grach

- Wojna ptci

Opera
Mecz

Zona

- jakie byty NE w czystych?

- czy jest jakas mieszana?

Maz

Opera

Mecz

(1,2)

(0,0)

(0,0)

2,1)
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Strategie mieszane w innych klasycznych grach

Maz
Opera Mecz
Opera | (1,2) | (0,0)
Mecz | (0,0) | (2,1)

Zona

EfektywnoSc: zatdozmy, ze gracze graja strategie mieszana:

- Jak czesto sie spotykaja?
- jaka jest ich oczekiwana wyptata?
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Strategie mieszane c.s.

- Polowanie na jelenia
Kalliope
Jelen Zajac
Jelen | (9,9) | (0,7)
Zajac | (7,0) | (6,6)

Artemis

- jaka jest rownowaga w strategiach mieszanych?

48



Rownowagi mieszane c.d.

- Dylemat wieznia (wersja z projektem w parach)
Bartosz

Duzy Maty

Duzy | (3,3) | (0,4)

Maty | (4,0) | (1,7)

- jaka jest rownowaga w strategiach mieszanych?
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Rownowagi mieszane c.d.

- Gra w cykora

Kierowca 2
Skrecic  Jechac prosto
Skrecic (0,0) (—4,4)

Kierowca 1

Jechac prosto | (4,—4) | (—10,-10)

- jakie sg rownowagi w strategiach mieszanych?
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Rownowagi — ogolny algorytm (dla gier 2x2)

- w grze 2-osobowej o 2 strategich arbitralng strategie gracza
1 da sie zapisac z uzyciem p € [0, 1] (prawdopodobienstwo
wyboru pierwszej strategii); dla gracza 2 g

- w uktadzie wspotrzednych p, g rysujemy funkcje
najlepszych odpowiedzi obu graczy

- na ogot s3 to 'schodki’
- wazne: kierunek rysowania!

- punkty przeciecia BRi(q) 1 BRy(p) to — z definicji -
rownowaga Nasha

- Rownowaga Nasha - profil strategii, ktore sa najlepszymi
odpowiedziami na siebie
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Mieszana dominacja

- rozwazmy ponizsza gre

2
A B
Al1,1]1,0
1y 3,0]0,3
clo,1] 41

- c0 mozemy powiedzieC o strategii A?

- jak to sformalizowac? przypomnienie: scisle zdominowane
strategie nie wchodza w sktad NE.
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Gry z niepewnoscia




NiepewnosSc w grze

- gry jednoczesne (gry z niedoskonata, ale kompletna
informacja) np. poker, bitwa ptci

- posuniecia losowe (gry "przeciwko Naturze”)

- ... potem: gry z niekompletna informacja
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Najprostsza gra przeciwko naturze

Rybacy na Jamajce (Straffin)

- zatogi rybakow na Jamajce musza zdecydowac o
ustawieniu koszy do towienia

- na towiskach zewnetrznych mozna ztowic wecej ryb...

- ..ale bywaja tam silne prady, ktore niszczg sieci
(nieobserwowalne z poziomu wody)

- ..dodatkowo, na towiska zewnetrzne potrzebne s3 lepsze
todzie

- 53 trzy strategie: ustawic wszystkie kosze na towiskach
wewetrznych, wszystkie na zewnetrznych albo czesc¢ na
wewnetrznych, czesc na zewnetrznych

54



Rybacy - analiza teoriogrowa

- Wyptaty (wynikajace z analizy ekonomicznej)

Natura
aktywne nieaktywne
Rybacy vveV\fnetrz.na 17.3 11.5
posrednia 5.2 17
zewnetrzna —4.4 20.6

- jaka strategie powinni zastosowac rybacy?
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Rybacy - analiza c.d.

- obserwacje Davenporta: pragdy morskie sg aktywne przez
1/4 roku

- Rybacy nigdy nie stosowali strategii zewnetrznej: w 69%
stosowali strategie wewnetrzna, w 31% posrednia

- czy jest to zgodne z podejsciem maksymalizacji
oczekiwanej tj. (Sredniej) wyptaty?
- jak to wyttumaczyc?

- ogolnie: duzy dziat teorii gier zajmujacy sie tylko tym
zagadnieniem (strategie minimaksowe, maksimaksowe,
SEU)

- ..ale my (na WTG) zostaniemy przy EU!
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Gry z posunieciem losowym

Rozszerzenie gry o niestrategicznego "gracza” zwanego Natura

- Natura nie wybiera strategii...
- ... ale zadaje rozktad prawdopodobienstwa na wyptatach

- .. w analizie - Srednia wyptata
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Czy wziac parasol?

Natura

deszc ucho

Ja

WZIqcC parasol

wziqé parasol

nie brac¢ nie brac



Biznesowa gra z niepewnoscia

Rynek muzyczny

- Zeus Music jest liderem rynku w produkcji sprzetu audio

- Athena Acoustics jest firma mniejsza, ale ceniong za
jakos¢ produktow
- Firmy opracowaty nowy "heksafoniczny” dzwiekowy;
czynnikiem niepewnosci jest wielkosc rynku na nowy
system
- rynek maty (24 mln zysku)
- rynek duzy (40 mln zysku)
- Firmy musza zdecydowac, czy wypuscic produkt najwyzszej
jakosci dla audiofilow (lepszy na maty rynek), czy tez
wyprodukowac prpdukt tanszy, dla szerokiego odbiorcy
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Biznesowa gra z niepewnoscia

Rynek muzyczny

- Zeus Music jest liderem rynku w produkcji sprzetu audio

- Atena Acoustics jest firmg mniejsza, ale ceniona za jakosc
produktow
- Firmy opracowaty nowy "heksafoniczny” dzwiekowy;
czynnikiem niepewnosci jest wielkosc rynku na nowy
system
- rynek maty (24 mln zysku)
- rynek duzy (40 mln zysku)
- Firmy musza zdecydowac, czy wypuscic produkt najwyzszej
jakosci dla audiofilow (na maty rynek), czy tez
wyprodukowac produkt tanszy, dla szerokiego odbiorcy
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Informacja - wersja 1

- Zeus Music | Atena Acoustics podejmujg decyzje
rownoczesnie (lub: ukrywaja swoje decyzje)

maly rvinek 172 172 duzy rvnek

Zeus
LO HQ LQ HO

Atena \/'D

WA ANWA

16 24
8 16 24 16
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Postac macierzowa

Atena

Zeus LQ HQ

of 14
LO1o3 7 |13

4] 12
HO\ 15 |20

- jakie s3 NE tej gry?
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Informacja - wersja 2

- Zeus Music jako lider podejmuje decyzje pierwszy; Atena
sie dostosowuje

12 12
( Zeus
Lg, HO
( Atena
Lo, HO Lo,
16 8 30
8 16 10
Atena )
a v a b

20 16 16 24
4 3 24 16
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Posta¢ macierzowa

Atena

Zeus \LOLAOHMHOLGIOHO
9 9 14 14
Lo 23 23 18 18
14 12 14 12
18 20 18 20

HQ

- jakie sg NE tej gry?
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Informacja - wersja 3

- Zeus Music przeprowadza badanie rynku

Atena

20 16 16 24
4 8 24 16
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Jak zapisac gre w postaci macierzowej?

- Natura zadaje rozktady prawdopodobienstwa...
- ..wiec liczymy wartos¢ oczekiwang zgodng z rozktadem

- wazne: punkt widzenia ex-ante tj. Zeus i Atena patrza na
hipotetyczne (oczekiwane) wyptaty zanim podejma
jakiekolwiek decyzje!
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Jak zapisac gre w postaci macierzowej? c.d.

- Zeus rozwaza strategie LQ, LQ

- ..robi to przed badaniem rynku!

- jak juz zbada, bedzie znat wyptaty...

- ..ale na moment definiowania strategii bierze wartosc
oczekiwana (strategia = 'podrecznik uzytkownika' tj. opis

dziatania w kazdej sytuacji)
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Posta¢ macierzowa

Atena

Zeus LOLAOHMHOLAOHO
9 9 14 14
LoLo 23 23 18 18
16 12 20 16

16 20 12 16
7 9 8 10

5 23 24 22
14 12 14 12

18 20 18 20

LO,HQ

HQLO|

HQ,HQ

- jaka jest optymalna strategia Ateny? -
- czZzemu sie zmienita?



Gry z prawdopodobienstwem:

- Analizujemy wyptaty w kazdym z mozliwych stanow Swiata
- liczymy wartosc oczekiwana

- z punktu widzenia "momentu zero”, a wigc przed
rozwigzaniem jakiejkolwiek niepewnosci!
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Gry bayesowskie




Zmodyfikowana wojna ptci

Maz i zona wybieraja Mecz lub Opere
- niepewnosc: maz mogt mieC normalny lub stresujacy
dzien w pracy
- jesli normalny - chce spedzic¢ wieczor z zona
- jesli stresujgcy — woli go spedzic sam
- zona nie wie, jaki maz miat dzien (nie ma komorek...)

- czy to nadal gra?
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Koncepcyjnie

Naruszamy podstawowe zatozenie analizy gier:

- kompletna informacja: gracze znaja wyptaty (bodzce)
innych graczy

- tu: niespetnione

- jak sobie z tym poradzic?
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Gry z niekompletna informacja

Pomys{ Johna Harsanylego (Nobel 1994):
skonstruowac "podobng” gre
- gracze moga byc roznych typow (np. typ
1. zrelaksowany maz, typ 2:
zestresowany maz)

- kazdy typ to osobny strategiczny "gracz”
(ktory gra optymalnie)

- Typ gracza jest losowy — wybiera go na
poczatku Natura

- gra z niekompletna informacja ~ gra z
kompletna informacja
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Gra bayesowska formalnie

Definicja
Bayesowskqg grg nazwiemy (N, {S;},{©;},{ui}, p), takie, ze:
- N to zbior graczy
- S, to zbior strategii gracza i
- tj € ©; to typy gracza i
- ui(s1,...,Sn, t, ..., ty) to wyptata gracza i

- P(ty, ..., ty) to rozktad prawdopodobienstwa (a priori)
mozliwych typow graczy
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Skad ten Bayes?

- rozktad mozliwych typow P jest znany wszystkim graczom
(common knowledge)
- w szczegolnosci, typy moga byc dowolnie (nie)skorelowane

- jesli gracz i jest typu t;, to potrafi wyznaczyc rozktad
warunkowy P(.|t;) - tzw. przekonanie (belief

- rozktad ten jest liczony zgodnie z regutg Bayesa
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Bayesowska rownowaga Nasha

Profil strategii dla kazdego typu gracza, taki, ze:

- zaden z (typow) graczy nie chce zmienic swojej strategii..

- ...pod warunkiem swoich przekonan nt. typow innych
graczy I ich optymalnych strategii
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BNE formalnie

Bayesowska rownowaga Nasha (w strategiach czystych(
nazwiemy profil strategii s taki, ze dla kazdego gracza i oraz
typu t; zachodzi:

si(t;) € argmax > P(t_[t;)uj(s], S_j, ti, t_y).

SI{ES,'
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BNE formalnie

Bayesowska rownowaga Nasha (w strategiach czystych(
nazwiemy profil strategii s taki, ze dla kazdego gracza i oraz
typu t; zachodzi:

si(t;) € argmax > P(t_[t;)uj(s], S_j, ti, t_y).

SI{ES,'
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Bayesowska wojna ptci

- z prawdopodobienstwem 1/2 gracze grajag w klasyczna BoS
Maz

Opera Mecz

Opera | (1,2) | (0,0)

Mecz | (0,0) | (2,1)

Zona

- z prawdopodobienstwem 1/2 gracze graja przesunietg BoS
Maz

Opera Mecz

Opera | (1,0) | (0,7)

Mecz | (0,2) | (2,0)

Zona

78



Bayesowska wojna ptci

- M3z ma 2 typy, a wiec 4 strategie:
(0,0),(0,M),(M,0),(M,M)
Maz
00 oM MO MM
(1,71 | (1/2,3/2) | (1/2,0) | (0,1/2)
(0,1) (1,0) (1,3/2) | (2,1/2)
- jaka jest NE tej gry?

Zona
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Najprostsza aukcja z niekompletng informacja

- gra z continuum typow
- dwoch graczy chce kupic produkt

- kazdy z nich wycenia ten produkt na pewne v; ~ Unif]0, 1]
(wycena = typ gracza)

- strategia to pewne p; (cena ofertowa)

- wyptata: v; — p; jesli gracz i wygrat aukcje, 0 w p.p.
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Mechanizm aukcyjny nr 1

- aukcja drugiej ceny:

- dla uproszczenia: zatozmy, ze maksymalne oferty sktadane
sa w kopertach

- aukcje wygrywa gracz z najwyzszym s;

- ale ptaci drugie co do wielkosci s;
(uwaga: tu jest to rowniez ostatnie, ale przy N graczy jest
nadal drugie)

- Allegro, eBay itd.

- jak tu wygladaja strategie (ex-ante)?
- czy potrafimy zgadnac optymalna strategie?
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Mechanizm aukcyjny nr 1

- rozwazmy strategie “licytuje moja wycene” s;j(v;) = v;
- strategia s; = v; (stabo) dominuje nad innymi:

- jesli przegrywam: (stabo) nie chce licytowac mniej, bo i tak
nie wygram; nie chce licytowac wiecej, bo dostane ujemny
zysk;

- jesli wygrywam: nie chce licytowac wiecej, bo zysk bedzie
mniejszy; nie chce licytowac mniej, bo istnieje dodatnie
prawd., ze przegram;

- w aukgji Il ceny strategia s; = v; (stabo) dominuje nad
innymi

- profil (s1,52) = (v1, V) jest Bayesowska rownowaga Nasha
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Mechanizm aukcyjny nr 2

- aukcja pierwszej ceny:
- dla uproszczenia: zatozmy, ze maksymalne oferty sktadane
sa w kopertach
- aukcje wygrywa gracz z najwyzszym s;
- .. ptaci tyle, ile wylicytowat

- czy potrafimy zgadnac¢ optymalna strategie?
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Mechanizm aukcyjny nr 2

- rozwazmy strategie "licytuje moja wycene” s; = v;

- ta strategia przynosi zerowy zysk...

- ..wiec wole licytowac s; < v;...

- ..ale ile doktadnie, by zrownowazyc potencjalne zyski i
ryzyko niewygrania?
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Aukcja pierwszej ceny

- generalnie duzo trudniejsza analiza!

- ograniczymy sie do rownowag symetrycznych (a wiec kazdy
z graczy dla danego v; wybiera to samo s;

- €O wiecej, ograniczymy sie do strategii liniowych
si(vi) = Ov; dla pewnego 6 € R
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Aukcja pierwszej ceny - rozwigzanie

- zatozmy, ze gracz 1 wierzy, ze gracz 2 wybiera s, = 0v, dla
pewnego 0

- gracz 1 wybiera st (jako funkcje v1) optymalizujac:
Ezysk(s1) = (v1 — 1) - P(wygrana)
51
P(wygrana) =P(s; < s1) =P(0v, <s9) =P (vz < E) =—

S
Ezysk(s1) = (v — s1) - 51

=g = iy ogolniej: s = 1y
2 1 g J: N 1
- profil (%, %) jest BNE!
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Gry powtarzane




Dylemat wieznia

Bartek

D M
) (3,3) | (1,4)
Ania @122

- recap: jedyna NE jest nieefektywna
- wiele sytuacji spotecznych wyglada podobnie...

- ..Czemu nie zawsze jest tak zle?
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Pokonanie "Dylematu wieznia”

- rozszerzenia, meta-gry
- eksperymenty, ograniczona racjonalnosc

- powtarzanie <+ temat na dzis
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Dylemat wigznia powtarzany

- zatozmy, ze gracze graja w DW dwukrotnie
- jakie sa rownowagi (SPNE)?

- co sie dzieje dla gry powtarzanej N razy?
- efekt domina
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Alternatywa

- gra powtarzana w nieskonczonosc...
- ..lub niepewnosc co do liczby gier
- brak mozliwosci indukcji wstecznej
- — mozliwe nowe rownowagi

- trzeba doprecyzowac definicje!
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Wyptaty w grach nieskonczonych

Bartek

D M
) (3,3) | (1,4)
Ania @1 (2.2)

- zatozmy, ze Ania gra zawsze D, a Bartek zawsze M. Jaka jest
ich wyptata z nieskonczenie wielu gier?

- wprowadzamy stope dyskonta ¢ < 1

- szereg geometryczny o skonczonej sumie = mozna
porownywac wyptaty

- alternatywnie: 5 =prawdopodobienstwo zagrania kRolejnej
gry
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Rownowagi w grach nieskonczonych

- dla gier skonczonych mamy dobrze okreslone SPNE
- jak tu je badac?

- nieskonczenie wiele strategii i podgier
- analiza w ogolnym przypadku niemozliwa

- na szczescie (dzieki dyskontowaniu): spetnione sa
zatozenia zasady jednorazowego odstepstwa
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Zasada jednorazowego odstepstwa

- jednorazowe odstepstwo (one-shot deviation) od strategii
s w podgrze jest strategia, ktora rozni sie od s tylko jedna
akcja dla poczatkowego wierzchotka tej podgry

- zasada jednorazowego odstepstwa (one-shot deviation
principle): (w grze spetniajacej pewne zatozenia) Profil
strategii jest SPNE wtedy i tylko wtedy, gdy zaden z graczy
nie posiada zyskownego dla siebie jednorazowego
odstepstwa w zadnej podgrze.

- zasada ta nie zachodzi w ogolnych nieskonczonych grach
- ale w prostych grach iterowanych z § < 1 tak!
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Zasada jednorazowego odstepstwa

- jednorazowe odstepstwo (one-shot deviation) od strategii
s w podgrze jest strategig, ktora rozni sie od s tylko jedna
akcja dla poczatkowego wierzchotka tej podgry

- zasada jednorazowego odstepstwa (one-shot deviation
principle) profil strategii jest SPNE wtedy i tylko wtedy, gdy
zaden z graczy nie posiada zyskownego dla siebie
jednorazowego odstepstwa w zadnej podgrze.

- zasada ta nie zachodzi w ogolnych nieskonczonych grach

- ale w prostych grach iterowanych z § < 1 tak!

- zasada pomaga nam sprawdzic, czy rozne (ciekawe) profile
s3 SPNE w grach iterowanych
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Przyktad - strategia odwetu

- rozwazmy strategie: D w 1. rundzie oraz jesli przeciwnik
zagrat D we wszystkich poprzednich rundach; M w p.p.

- strategia "kara za zdrade”

- zatdzmy, ze Ania i Bartek grajg te strategie — czy (kiedy) to
jest SPNE?

- obserwacja: najlepsza odpowiedzig na D jest D

- najlepsza odpowiedzig na M jest M

- to zachodzi w kazdej podgrze
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Strategia odwetu - c.d.

- utrzymanie strategii "odwet” da wyptate:

1
2 _
3+53+(53+...—31_5

- jednorazowe odstepstwo da (optymalnie) wyptate:

4+52+522+...:4+2%

- odstepstwo sie nie optaca, jesli § > 1/2
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Przyktad - strategia odwetu

- rozwazmy strategie: D w 1. rundzie oraz jesli przeciwnik
zagrat D we wszystkich poprzednich rundach; M w p.p.

- strategia "kara za zdrade”

- zatdzmy, ze Ania i Bartek grajg te strategie — czy (kiedy) to
jest SPNE?

- obserwacja: najlepsza odpowiedzig na D jest D

- najlepsza odpowiedzig na M jest M

- to zachodzi w kazdej podgrze
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Strategia odwetu - c.d.

- utrzymanie strategii "odwet” da wyptate:

1
3+<5:«3+<523+...:3ﬁ

- jednorazowe odstepstwo da (optymalnie) wyptate:

4+62+522+...:4+2%

- odstepstwo sie nie optaca, jesli 6 > 1/2
- profil (odwet, odwet) jest SPNE (i ma "dobre” wyptaty!)
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Przyktad - strategia wet-za-wet

- Tit-for-Tat (TFT)

- rozwazmy strategie: D w 1. rundzie; w n-tej rundzie to co
przeciwnik zagratw n — 1 rundzie

- strategia "ukaraj za zdrade raz, ale wroc¢ do wspotpracy,
jesli okaze skruche”

- zatdzmy, ze Ania i Bartek grajg te strategie — czy (kiedy) to
jest SPNE?
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Strategia wet-za-wet - c.d.

- utrzymanie strategii "wet-za-wet” da wyptate:

1
3+53+523+...:3ﬁ

- odstepstwo i dalsze M da wyptate:

4+62+522+...:4+2%
- odstepstwo i "skrucha” da wyptate:
2

4+51++523+...:4+5+31 5

- odstepstwo sie nie optaca, jesli § > 1/2
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Strategia wet-za-wet — one shot deviation

- one-shot deviation z definicji odstepstwo w jednym
okresie i stara strategia w kazdym nastepnym
- "stara” czyli warunkowa
- jednorazowe odstepstwo: gram M
- ..a potem wracam do wet-za-wet (czyli to, co przeciwnik
poprzednio)
- przeciwnik: utrzymuje wet-za-wet
- profil: (M, D), (D,M),(M,D),(D,M) zwyptatami 4,1,4,1,...
- wet-za-wet jest SPNE jesli
3 = 4 i )
1—6 —1-62  1-62

o>

N —
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Tit-for-tat - one shot deviation

ALE odchylenie musi byc nieoptacalne w kazdej podgrze

- zat, ze jesteSmy w podgrze po pewnym (D, M)

- Ania '‘powinna’ wybrac M

- rozwazmy odstepostwo Ani do D. To sprawi, ze od
nastepnej rundy gracze beda grali (D, D) do konca

- odchylenie nieoptacalne:

4 o 10 = 3
1—-62 1-6271-96

4]

IN

1
2
= wet-za-wet nie jest SPNE - poza § = §
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Strategia wet-za-wet - c.d.

- Dobre cechy wet-za-wet:
- Przyjazna - zaczyna od kooperacji i nie zdradza jako
pierwsza
- Odwetowa - powinna zdecydowanie karac zdrade
- Przebaczajaca - po ukaraniu powinna byc sktonna do
dalszej kooperacji
- Przejrzysta - jej decyzje spojne i tatwe do przewidzenia
- behawioralnie:

- turniej Axelroda (1984)

- Zwyciezca - Anatol Rapoport z wet-za-wet (TFT)

- Axelrod opublikowat wyniki i ogtosit drugi turniej (z proba
‘obalenia’ TFT)

- W drugiej rundzie udziat wzieto 62 specjalistow

- ... Iznowu wygrat Rapoport z niezmienionym programem
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Inne strategie

- czy (odwet,odwet) to jedyna SPNE?

- oczywiscie nie!

- ogolnie: w iterowanych grach jest mnostwo SPNE

- czy (zawsze M, zawsze M) jest SPNE? TAK

- czy (zawsze D, zawsze D) jest SPNE? NIE

- rozwazmy s: D w nieparzystych i M w parzystych dopoki
przeciwnik gra tak samo; stale M w p.p.

- czy (s,s) to SPNE?

104



Folk theorem

intuicja:

W grze powtarzalnej prawie kazdy wynik (cigg wyptat graczy)
moze byc zrealizowany w pewnej SPNE, o ile czynnik
dyskontowy jest dostatecznie duzy. Prawie kazdy = kazdy
miedzy 'niekooperacyjng’ wyptata a 'kooperacyjng’ wyptata (u
nas miedzy 2 a 3).
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Gry kooperacyjne




Konkurencja i kooperacja

- Gry niekooperacyjne:
- brak wiazacych kontraktow
- fokus na indywidualnych bodZcach i wyptatach
Gry kooperacyjne:

- mozna zawieraC wigzace kontrakty
- zyski ze wspotpracy
- i zagadnienie ich podziatu
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Gra kooperacyjna

- N - zbior graczy

- 2N: podzbiory mozliwych koalicji z N

- v: 2N = R funkcja charakterystyczna gry;
- v(S) wartosc bycia w koalicji S (v() = 0)

Gra kooperacyjna nazwiemy pare < N,v >.
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Przyktad - podziat dolara

- N = 3 kolegow dostanie dolara, jesli zdecyduja (w
gtosowaniu wiekszosciowym), jak go podziela

-v()=v(2)=v(3)=0
“v({1,2}) = v({1,3}) = v({2,3}) =1
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Przyktad - gra w rekawiczki

- N =3 graczy; 1,2 maja prawg rekawiczke, 3 ma lewg;

- rekawiczki maja sens w parach: para {L, R} jest warta 10 zt,
pojedyncze s3g bezwartosciowe

-v()=v(2) =v(33) =v({1,2}) =0
- v({1,3}) = v({2,3}) = v({1,2,3}) =10
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Przyktad - podziat kosztow

- N = 3 studentow wraca z imprezy na Woli wspolng
taksowka

- jeden mieszka na Ochocie, drugi na Mokotowie, trzeci na
Ursynowie

- tzw. gra kosztow
- funkcja kosztu ¢(S)

- jaka relacja taczy c(S) i v(S)?
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Koalicje i bodzce do ich tworzenia

- tworzenie koalicji zalezy od indywidualnych bodzcow i
'pozycji negocjacyjnych’

- w praktyce: nietrywialne zadanie (zob. koalicje
parlamentarne, wyborcze)

- koalicja roztgcznych podgrup SiT(SNT = 0) jest
optacalna, jesli V(SUT) > v(S) + v(T)

- gry, ktore spetniajg powyzsze dla wszystkich S, T s3
superaddytywne

- stabsze zatozenie: S C T = v(S) C v(T)

- gry, ktore spetniaja powyzsze dla wszystkich S, T s3
monotoniczne
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Negocjacje wewnatrz koalicji

- zatdézmy, ze stworzona zostata koalicja M o wartosci v(M)
- jak podzielic v(M) miedzy koalicjantow?
- mnostwo ciekawych zastosowan:

- jak rozdzielic 'stotki’ ministerialne miedzy partie w koalicji
parlametarnej?

- jak rozdzieli¢ koszty duzych inwestycji (np. lotniska)
pomiedzy graczy, ktorzy czerpia zysk z tej inwestycji (np.
roznych rozmiarow linie lotnicze)?

- .. sporo ciekawych pomystow: rdzen, zbior stabilny,
wartosc Shapleya, jadro, nukleous...
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Zatozmy, ze zawigzata sie wielka koalicja. Jak podzielic v(N) na

{Xi};\lz1

Warunki minimalne na podziat:

- efektywnosc: > x; = v(N)
- indywidualna racjonalnosc x; > v(i)

- koalicyjna racjonalnosc ) ;. x; > v(S)
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Rdzen - gra w rekawiczki

- N =3 graczy; 1,2 maja prawg rekawiczke, 3 ma lewg;
- para {L,R} jest warta 10 zt,

- v()=v(2) =v(3) =v({1,2}) =0

- v({1,3}) = v({2,3}) = v({1,2,3}) =10

- jaki jest rdzen tej gry?

- rdzen: x; =x, = 0,x3 =10
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Rdzen - podziat dolara

- N = 3 kolegow dostanie dolara, jesli zdecyduja (w
gtosowaniu wiekszoSciowym), jak go podziela

- jaki jest rdzen tej gry?

- rdzen moze byc pusty!
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Rdzen - przyktad pozytywny

- (przyktad z wyktadu J. Winnickiej)

- trzech muzykow moze koncertowac osobno lub
wystepowac razem:

koalicja wartos¢ funkcji .
charakterystycznej
T&pi, pia, per} 1000
{spi, pia} 800
{3pi, per} 500
{pia, per} 650
{spi} 200
Ipiay 300
{per} 0
%) 0

- jaki jest rdzen tej gry?
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Rdzen - podsumowanie

- opisuje podziaty racjonalne koalicyjnie
- jest dobrze okreslony, domkniety i wypukty

- minus: moze nie istniec (istnieje dla tzw. gier
zbilansowanych, czestych w zastosowaniach
ekonomicznych)

- side note: rownowaga Walrasowska nalezy do rdzenia :)
- minus 2: moze byc 'nieintuicyjny’

- minus 3: moze byc zbiorem
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WartosSc Shapleya

Koncepcja podziatu {x;}; wartosci koalicji 0 nastepujacych
wtasnosciach:
- efektywnoSc: >~ X; = V(N)
- symetria: jeSliVS :i,j ¢ Smamy v(S> i) = v(SUj) to
)_<,' = )_(/
- zero dla gracza nieistotnego: jesli istnieje i takie, ze
V(SUIi)=Vv(S) VS, toX; =0
- liniowosc: jesli dodamy dwie gry o funkcjach
charakterystycznych v i w, to X/*" = X/ + X
Twierdzenie
Wartosc Shapleya jest jedynym podziatem spetniajacym
wszystkie powyzsze.
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WartosSc Shapleya

Inne wtasnosci wartosci Shapleya:

- zawsze istnieje (yay!)
- jest jednoznacznie wyznaczona (tj. jedyna)
- daje sie 'tatwo’ obliczyc:

5=y B _H‘IS‘ — sy — w(s)

S:i¢S
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WartosSc Shapleya a rdzen

Czy wartosc Shapleya nalezy do rdzenia?

- oczywiscie nie zawsze (byty 2 przyktady!)

- ale nalezy dla gier wypuktych, tj. spetniajacych
V(SUT)+v(SNT) > v(S) + v(T)

- side note: gry wypukte sg superaddytywne, maja zawsze
niepusty rdzen, a wartosc Shapleya jest srodkiem ciezkosci
rdzenia
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Wartosci Shapleya

- podziat dolara? (hint: zgadnij z symetrii)
- gra w rekawiczki?

- muzycy? (tu troche liczenia...)
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WartosSc Shapleya a gra kosztow

Rozwazmy kooperacyjng gre kosztow < N, ¢ >. Mozna j3 tatwo
przerobic na gre z funkcja charakterystyczna v (tzw. gre
dualng), nastepujaco:

v(S) = v(N) = v(N\S)

- nieoczywista wtasnosc¢: wartosc Shapleya jest taka sama
dla gry kosztu i gry zysku
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Przyktad - podziat kosztow

- N = 3 studentow wraca z imprezy na Woli wspolna
taksowka

- jeden mieszka na Ochocie (3.5 km od imprezy), drugi na
Mokotowie (7 km z Ochoty, 10 km z imprezy), trzeci na
Ursynowie (5.5 km z Mokotowa, 10 z Ochoty, 12.5 km od
imprezy)

- taksowka kosztuje 4.5 za km i 8 za start (autentyczne
nocne ceny warszawskie)

- jak powinni podzieli¢ rachunek?
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Podziat kosztow

- jesli kazdy z nich pojedzie sam, zaptaca tacznie 141 zt
- jesli pojada razem: 80 zt

- przestrzen do wspotpracy

- [klik] zobaczmy jak to policzyc
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https://docs.google.com/spreadsheets/d/1y-D4yteYCfkbLn1wPEE7SgWZ-Juj4W_7EtlHfGTAAKU/edit?usp=sharing
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